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ΦΥΛΛΟ   ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ  &  ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

ΑΛΓΕΒΡΑ    B’  ΕΠΑΛ                                                              
 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ    3.2  ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 
 
   Τριγωνομετρικές ταυτότητες είναι σχέσεις που συνδέουν τριγωνομετρικούς αριθμούς 
μεταξύ τους και ισχύουν για κάθε γωνία ω . 
 
                                                                                                                                                    
 
                                                                                                                                    
1.      
 
 
 
 
 
 
2.   
              
       ομοίως: 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
3.      
 
 
 
 
 
 
 
4. 
                                             και                                          
 
 
 

2 2 1  ηµ ω συν ω+ =

Απόδειξη: 
 
Στα προηγούμενα δείξαμε ότι : 
  yηµω =   και xσυνω =     άρα 
  2 2yηµ ω =   και    2 2xσυν ω =   Επομένως:  
 

2 22 2 2 2 2 1y x y x OMηµ ω συν ω+ = + = + = =

 εφ  ηµωω
συνω

=
Απόδειξη: 
 
Στα προηγούμενα δείξαμε ότι : 

  yηµω =   και xσυνω =     και     εφ y
x

ω =   άρα     εφ  ηµωω
συνω

=    

                (εφόσον 0xσυνω = ≠ ) 

 σφ  συνωω
ηµω

=
Απόδειξη: 
 
Στα προηγούμενα δείξαμε ότι : 

  yηµω =   και xσυνω =     και     σφ x
y

ω =   άρα     σφ  συνωω
ηµω

=    

                (εφόσον 0yηµω = ≠ ) 
 

1 εφ σφ  ω ω⋅ =
Απόδειξη: 
 
Στα προηγούμενα δείξαμε ότι : 

   εφ  ηµωω
συνω

=   και  σφ  συνωω
ηµω

=  άρα     

  1 εφ σφ  ηµω συνωω ω
συνω ηµω

⋅ = ⋅ =  

                                        (εφόσον 0yηµω = ≠  και 0xσυνω = ≠ ) 
                 
 

2
2

1 συν ω  
1 εφ ω

=
+

2
2

2
εφ ω ημ ω  

1 εφ ω
=

+

Η  Απόδειξη  παραλείπεται  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Αν  5x
13

ηµ =   και  
2

xπ π< ≤  να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας x. 

 
Λύση: 
  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε   
 
 
 
 

                                                               και επειδή   
2

xπ π≤ ≤    τότε 

 
  Από τις ταυτότητες                              και                             έχουμε : 
 
 
 
                                                                και   
 
 
 
 

2.   Αν 2x
3

συν = −    και   3
2

x ππ ≤ <     να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της  

γωνίας x. 
 
Λύση: 

  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε  2x
3

συν = −  

 
 
 
 

                                                               και επειδή   3
2

x ππ ≤ ≤    τότε 

 
  Από τις ταυτότητες                              και                             έχουμε : 
 
 
 
                                                                και   
 
 

2 2 1  ηµ ω συν ω+ =
2 2

2 2 2 25 5 25 1441 1 1
13 13 169 169

            x x x xσυν συν συν συν   + = ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔   
   

144 12
169 13

     x xσυν συν⇔ = ± ⇔ = ± 12
13

  xσυν = −

5x
13

ηµ =

 εφ  ηµωω
συνω

=  σφ  συνωω
ηµω

=

5
513

12 12
13

 εφ  xx
x

ηµ
συν

= = = −
−

12
1213

5 5
13

 σφ  xx
x

συν
ηµ

−
= = = −

2 2 1  ηµ ω συν ω+ =

2 2
2 2 2 2.... ...... ......1 1 1....

.... ...... ......
2              
3

x x x xηµ ηµ ηµ ηµ   + − = ⇔ = − ⇔ = ⇔ = ⇔   
   

...... ......
....... ......

     x xηµ ηµ⇔ = ± ⇔ = ± ...........
......

  xηµ =

 εφ  ηµωω
συνω

=  σφ  συνωω
ηµω

=

......... ........... ......... .........
......

 εφ  xx
x

ηµ
συν

= = =

......... ........... ......... .........
......

 σφ   xx
x

συν
ηµ

= = =
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3.   Αν 3x
3

εϕ = −    και   3 2
2

xπ π< ≤     να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της  

γωνίας x. 
 
Λύση: 

  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε  3x
3

εϕ = −  

 

                                                                            άρα    9 3
12 2 3

   x xσυν συν= ± ⇔ = ±  

 

   3
2

 ή xσυν = ±    και επειδή  3 2
2

xπ π≤ ≤    τότε     

 

  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε  3x
3

εϕ = −  

 

                                                                            άρα  1 1
4 2
   x xηµ ηµ= ± ⇔ = ±  

 
    

   και επειδή     3 2
2

xπ π≤ ≤    τότε     

 

  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε  3x
3

εϕ = −  

 
 
 
 
 

4.   Αν   2xεϕ = −    και   3 2
2

xπ π< ≤     να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της  

γωνίας x. 
 
Λύση: 
  Στην ταυτότητα                                      αντικαθιστούμε  2xεϕ = −  
 
                                             ……………………………………………………………………………………………………… 
 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

2
2

1  συν ω   
1 εφ ω

=
+

2

1
1 1 91

3 12 123 11 9 93

2
2

1  συν x   
1 εφ x

= = = = =
+   ++ − 

 

3
2

  xσυν = +

2
2

2
εφ ω ημ ω  

1 εφ ω
=

+

1
2

  xηµ = −

2

2

3 3 3
3 3 19 9

3 12 12 43 11 9 93

2
2

2
εφ x  ημ x   

1 εφ x

 
− 
 = = = = = =

+   ++ − 
 

1 εφ σφ  ω ω⋅ =

3 1 3 31 1
3 33 3

3

 εφ σφ   σφ   σφ    σφ  ή  σφ  x x x x x x⋅ = ⇔ − ⋅ = ⇔ = ⇔ = − = −
−

( )2
1

1 2
2

2
1  συν x   

1 εφ x
= = =

+ + −



  

 - 4 - 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
 

5.   Να αποδείξετε ότι :   1 2
1
ηµθ συνθ
συνθ ηµθ ηµθ

+
+ =

+
    

 
Λύση: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6.   Να αποδείξετε ότι :   2
1 1
συνθ συνθ
ηµθ ηµθ συνθ

+ =
− +

 

 
Λύση: 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 
……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 
 

( )
( )

( )

1

22

2 2

1 1
1 1

1
1

1 2 ( 1)
1

2 2

                   

ημ θ συν θ                              

1                   

ή

ηµθ συνθ

ηµθ συνθ ηµθ συνθ
συνθ ηµθ συνθ ηµθ

ηµ θ συνθ
ηµθ συνθ

συνθ επειδ ηµ θ συν θ
ηµθ συνθ

+

+ +
+ = + =

+ +

+ +
= =

+

+ + +
= = + =

+

=

 

( ) ( )
( )

1 2 2 2
1 1

2 1
                   

συνθ συνθ
ηµθ συνθ ηµθ συνθ

συνθ

+ + +
= =

+ +

+
=

( )1ηµθ συνθ+
2

ηµθ
=


